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Wahr heit oder Spiel

Philosophische Probleme der Mathematik

Obwohl vermutlich jeder Leser im Laufe
seinesLebensmehr alseinmal mit Mathe-
matik konfrontiert wurde—sei esals Schii-
ler, der sich mit mehr oder weniger Begels-
terung an mathematischen Aufgaben ab-
muiht, oder als Benutzer von Technik, bel
deren Entwicklung ein gewisses Mal3 an
Mathematik unverzichtbar ist —, so kann
doch kaum jemand auf die Frage, was
Mathematik eigentlich sei, eineklareund
moglichst tberschaubare Antwort geben.
Selbst eine von Mathematikern verfasste
Arbeit wie das , Lexikon der Mathema-
tik“ beginnt den Artikel Gber die Mathe-
matik selbst mit dem Satz: ,, Der Versuch,
das Wesen der Mathematik im Rahmen
eines Lexikon-Stichwortes zu definieren,
ist von Anfang an zum Scheitern verur-
teilt.“? Wahrend man die Mathematik in
friheren Zeiten gern a s die Wissenschaft
von Zahlen und Figuren bezeichnet hat,
reicht schonein Blick auf beliebige mathe-
matische Veroffentlichungen der letzten
einhundert Jahre, um zu sehen, dass die-
se Beschreibung langst an der Realitét vor-
beigeht. Die abstrakten Strukturen, mit de-
nen sich Mathematiker oft und gerne be-
fassen, sind sowohl von Zahlen als auch
von Figuren haufig weit entfernt, weshalb
man beispielsweiseim ZEIT-Lexikon die
Definition findet, Mathematik sai die,, Wis-
senschaft von den abstrakten Strukturen
und logischen Folgerungen.“? Dasist Si-
cher nicht falsch, aber bestenfallsdie hal-
be Wahrheit, was man schon daran sehen
kann, dass auch die Autoren dieses Lexi-
kon-Artikels ihre Definition durch an-
schlieffende Erl8uterungen genauer zufas-
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sen suchen, um so das eigentliche Wesen
der Mathematik préaziser zu beschreiben.
Immerhin gibt es abstrakte Strukturen nicht
nur in der Mathematik, sondern auch in
den Natur- und den Geisteswissenschaf-
ten, und auch logische Folgerungen sind
kein Privileg der Mathematiker, weshalb
eine Beschreibung dieser Art die Mathe-
matik nicht umfassen kann.

Dasist aber weder ein Wunder noch eine
spezifische Eigenart der Mathematik, wie
man recht schnell sieht, wenn man nicht
nach dem Wesen der Mathematik, sondern
nach dem Wesen der Physik, der Philoso-
phie oder der Geschichtsschreibung fragt.
Jede essentiadistische Fragedieser Art fihrt
indiedtbekannten Schwierigkeiten, diemit
dem Essentialismus generell verbunden
sind, denn eine Frage wie ,Was ist Ma-
thematik ihrem Wesen nach?* kann nur
durch Sétze beantwortet werden, dieihrer-
seitsnatUrlich wieder andere Begriffever-
wenden, bel denen ebenfalls nach ihrem
ei gentlichen Wesen gefragt werden kann.
Bei den oben angefihrten essentialistisch
orientierten Definitionen der Mathematik
wurden sich beispielsweise sofort die Fra-
gen nach dem Wesen von Zahlen und Fi-
guren bzw. von abstrakten Strukturen und
logischen Folgerungen ergeben, deren Be-
antwortung dann wieder zu dem analogen
Problem fihrt. Offenbar muss also die
Frage nach dem Wesen der Mathematik
oder auch von irgend etwas anderem in
die Situation von Hans Alberts Minch-
hausen-Trilemma® fuhren, bei dem man
nur die Wahl zwischen einem unendlichen
Regressvon Definitionen, einem willkir-
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lichen Abbruch des Definierensund el ner
zirkelhaften Definition hat, bei der —unter
Audassen der Zwischenschritte —nur noch
gesagt wird, dass Mathematik eben Ma-
thematik sei.*

All dasist nichts Neues, und ich fihre es
hier nur auf, um zu verdeutlichen, dass
die Frage nach dem eigentlichen Wesen
der Mathematik genauso wenig beantwor-
tet werden kann wie die nach dem tiefe-
ren Wesen der Physik oder einer anderen
Wissenschaft. Dennoch ist es auch be-
zlglich der Mathematik moglich, Fragen
von eher philosophischer Art nachzuge-
hen, sofernsiesich nicht auf dieessentiadis-
tische Problemstellung beschrénken. Man
kann bel spiel sweise die M ethodol ogie der
Mathematik untersuchen, man kann sich
fragen, mit welchen Problemen und Ob-
jekten man esin der Mathematik im Ge-
gensatz zu den Naturwissenschaften zu tun
hat und ob hier Gberhaupt ein Gegensatz
besteht, oder man kann, sofern man den
angesprochenen Gegensatz zwischen Ma-
thematik und Naturwissenschaften akzep-
tieren will, die Frage untersuchen, wie es
maoglich ist, dass mathematische Ergeb-
nisse erfolgreich auf die Realitét anwend-
bar sind.

Probleme dieser Art sind vor alem im
Verlauf des Grundlagenstreitsder Mathe-
matik im zwanzigsten Jahrhundert behan-
delt worden, und ich werde spéter auf ver-
schiedene Ansétze zur Losung der Proble-
me eingehen. Ausgangspunkt meinesAuf-
satzes ist dabei ein Beitrag von Bernulf
Kanitscheider im Rahmen einer neunteili-
gen Reihe Uber Mathematik in der Zeit-
schrift , Spektrum der Wissenschaft”®,
dener zwar mitdem Titel ,, Wasist Mathe-
matik?* versehen, aber von essentialisti-
schen Problemen frel gehalten hat. Abge-
sehen von einem Punkt, auf denichgleich
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kommen werde, will ich Kanitscheiders
Beitrag keineswegskritiseren, sonderndie
dort referierten Positionen einer Prifung
unter bestimmten Gesi chtspunkten unter-
werfen und anschlief3end eine alternative
Auffassung vorstellen.

Kanitscheider beginnt seinen Aufsatz mit
einem Hinwels auf den Sonderstatus der
Mathematik. Sie sai ,, exakt, klar, sicher,
objektiv und fortschreitend in der Erkennt-
nis, mit wenig Krisen und Riickschritten®
und daher ,, der Prototyp einer kumulati-
ven Disziplin, dieder |dee des Erkenntnis-
fortschrittesinvollem Mal3egerecht wird.“®
Essind vermutlich dieMathematiker selbst
—und ich spreche hier ausmeiner eigenen
Erfahrung als Mathematiker —, die dieses
Bild einer Wissenschaft mit Sonderstatus
gerne pflegen, um sich von den anderen
Wissenschaften abzuheben. Esdirfte aber
kaum gerechtfertigt sain. Der Wissenschafts-
theoretiker und Mathematikphilosoph Imre
L akatos hat Uberzeugend nachgewiesen’,
dass die Auffassung der Mathematik als
einer kumulativen Disziplin, bei der ein-
mal gewonnene Einsichten fir immer gul-
tig bleiben, nicht der Realitét entspricht.
Auch die mathematischen S&tze und The-
orien entwickeln sich aus Problemen und
Vermutungen, aus der , Hitze von Argu-
ment und Gegenargument*, auch dort gibt
esden,,Zwelfd, der der Gewissheit weicht,
und diese erneutem Zweifel.“® Auch die
Mathematik pflegtinihrer Praxiskeinesi-
cheren Erkenntnisse zu liefern, und ein Be-
weis, der lange Zeit alskorrekt galt, kann
zu jeder Zeit widerlegt werden. Man kann
nicht davon ausgehen, dass eine mathe-
matische Theorievdllig frel ist von Mehr-
deutigkeiten, von unklaren Begrifflichke -
ten, die unter Umstanden fir lange Zeit
unbemerkt bleiben, aber irgendwann fur
das Aufkommen von Gegenbeispielen
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sorgen. Kanitscheiders Auffassung ,, Da-
gegen gilt ein gelungener mathematischer
Beweis fur immer“®, mit der er die Ma-
thematik in Kontrast zu den Naturwis-
senschaften setzt, ist sicher richtig, aber
nur deshalb, well sie nichts Nennenswer-
tes behauptet: ein Beweisist dann gelun-
gen, wenn e den behaupteten Sachver-
halt tatséchlich beweist, fehlerfrel und un-
zweifelhaft. Also sagt Kanitscheiders Satz
nur aus, dass ein fehlerfreler Beweis ein
fehlerfreier Beweisist, und dasist keine
Begrundung fur einenwieauchimmer ge-
arteten Sonderstatusder Mathematik. Das
Problem in der mathematischen Praxisbe-
steht jageradedarin, dassdie Fehlerfreihelt
nur schwer in den Griff zu bekommen ist
und wie in jeder anderen Disziplin auch
erstens Fehler gemacht und auch verof-
fentlicht werden und man zweitenskeines-
wegs sicher sein kann, dass sie einer be-
merkt. M athematische S&tze werden zwar
bewiesen, aber dasheif3 noch lange nicht,
dass sie deshalb gesichert wéren. Im Ub-
rigen zeigt die Arbeit von Lakatos auch,
dass sich die Meinungen Uber die Art ei-
nes zulassigen und befriedigenden Bewel -
ses mit der Zeit andern kdnnen: Was in
der Vergangenheit a'sannehmbaresArgu-
ment galt, muss heute nicht mehr unbe-
dingt akzeptabel sein, dasich dieVorstel-
lungen der handelnden Personen andern
oder aber bisher unentdeckte Schwierig-
keiten in bisher eingesetzten Methoden zu
Tagetreten.

Nun kann man L akatos nattrlich vorwer-
fen, er habe seine Auffassungen Uber den
Fortschritt in der Mathematik an einem
einzigen Beispiel entwickelt, ndmlich an
dem Beweis der so genannten Eulerschen
Polyederformel, aber das sei ebennur ein
Einzelfall gewesen, den man so nicht ver-
allgemeinern dirfe. Das ist in doppelter
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Hinsicht fal sch. Wenn man fur elnen Son-
derstatus der Mathematik gegentiber den
Naturwissenschaften pladiert und meint,
sie sei eine kumulative Disziplin, bei der
einmal durchgeftihrte Beweisefir immer
feststehen, so genligt schon ein einziges
Gegenbeispiel, das Lakatosin seiner Ar-
beit geliefert hat, um von dieser Auffas-
sung Abstand zu nehmen. Aber selbst der
Vorwurf, eshandle sich um einen Einzel -
fall, entspricht nicht den Tatsachen. Wie
sehr sich die akzeptablen Standards an-
dern kénnen, nach denen man einen Be-
weis beurteilt, sieht man am Beispiel von
computerunterstiitzten Beweisen. Wah-
rend esnach der traditionellen Auffassung
maoglich sein muss, einen Beweis prinzi-
piell von einem menschlichen Leser mit
entsprechender Fachkompetenz tberpri-
fen zulassen, ist esim Verlauf der Mathe-
matikgeschichte vorgekommen, dass ein
Problem nur durch den Einsatz eines
Computers gel 0st werden kann. Standard-
beispiel hierfir ist das berihmte Vier-
farbenproblem: Kann manin einer Land-
karte die vorkommenden Staaten so farb-
lich markieren, dass erstens direkt anein-
ander angrenzende Lander nicht mit der
gleichen Farbe markiert werden und zwel -
tensnicht mehr alsvier Farben fur diege-
samte L andkarte benttigt werden? Ein ent-
sprechender Flnffarbensatzist vergleichs-
weise einfach mit graphentheoretischen
Mitteln zu beweisen, und so lag der Ge-
danke nahe, es auch mit vier Farben zu
versuchen. Gelost werden konnte dieses
Problem erst 1976, indem es auf Tausen-
de von einzelnen Féllen reduziert wurde,
die zwar flr sich genommen keine ernst-
haften gedanklichen Schwierigkeiten mehr
boten, aber sowohl durch ihre schiere
Menge asauch durch dieKompliziertheit
threr Struktur nur mithilfe eines Compu-
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tersbearbeitet werden konnten. Sollteman
den Vierfarbensatz nun al's bewiesen be-
trachten?W. Hakenund K. Appel, dieden
Beweis entwickelt hatten, vertraten die
Auffassung, dass jeder , auf jeder Stufe
und Uberall die Einzel heiten einsetzen und
Uberprifen” kdnne, weshalb ein gultiger
Beweis vorliege.’® Das kann man so se-
hen, aber dennoch ist esim Rahmen der
menschlichen Vernunft nicht mehr mog-
lich, den gesamten Beweis zu tberblicken
und ein Urteil Gber seine Korrektheit ab-
zugeben. Zwar kann jeder, der sowohl
Uber die mathematischen Fahigkeiten als
auch Uber die nétigen Programmierkennt-
nisse verfiigt, das fur den Bewels verwen-
dete Computerprogramm Uberprifen, aber
dasalleinereicht nicht, daein solchesPro-
gramm sowohl ein gewissesMal3an Sys-
temsoftwarewie bei spiel swelseeinen Com-
piler als selbstverstandlich auch die noti-
ge Hardware benutzen muss, und beide
Komponenten sind als Fehlerquel len nicht
zu unterschétzen. Die Frage, ob ein sol-
cher computerunterstiitzter Beweis akzep-
tabel ist oder nicht, muss ich hier zum
Glick weder ndher erdrtern noch entschei-
den, aber das pure Auftauchen der Frage
zeigt deutlich, dass auch in unseren Ta-
gen die Standards fur die Annehmbarkeit
eines Bewei ses Wandlungen unterworfen
sind.

Dasist aber nicht ales. Selbst wenn man
den Einsatz von Software klaglos akzep-
tiert, so besteht noch immer das Problem,
dassjedes Programm nicht nur eine Funk-
tionim Sinne der Mathematik beschreibt,
sondern auch gleichzeitig einen konstruk-
tiven Bewelsfir die Existenz dieser Funk-
tion liefert. Warum ist das ein Problem?
Eine Funktion oder auch Abbildung liegt
dann vor, wenn zu einer Eingabe aus &i-
nem bestimmten Bereicheineklar definier-
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te Ausgabe bestimmt werden kann, und
genau das ist es, was ein Programm lie-
fern sollte. Nun kann man tber viele Din-
ge behaupten, dasssie existieren, undins-
besondere kann man natdrlich immer sa-
gen, man konne diese oder jene Ausgabe
aus dieser oder jener Eingabe in endlich
vielen Schritten berechnen. Verfiigt man
aber Uber den Quelltext des entsprechen-
den Programms, der ja nichts anderes
macht a s die nétigen Verarbeitungsschritte
inener formaliserten Sprache zu beschrei-
ben, so kann man zumindest im Prinzip
Uberpriifen, ob dasvorliegende Programm
bei gegebener Eingabe die gewtinschte
Ausgabe liefert. Der Quelltext liefert da-
her e nen konstruktiven Existenzbewe sfur
die behauptete Funktion. Die Beschreibung
der programmierten Funktion stellt somit
im Zusammenspiel mit dem Quelltext des
Programmsein Stiick Mathematik dar: Es
wird behauptet, dass man etwas berech-
nen kann, und es wird vorgefihrt, dass
und wie estatséchlich geht. Nun geht man
aber Ublicherweise davon aus, dassin ei-
nem etwas langeren Computerprogramm
im Durchschnitt nach jewells etwaeintau-
send Zeilen ein Fehler vorkommen wird.
Ob es nun aber eintausend oder zehntau-
send oder funf Zellen sind, ist vollig uner-
heblich, denn es kommt hier nur darauf
an, dassin einem Sttick moderner Mathe-
matik, die auch noch direkt tUberprifbar
ist, auf jeden Fall mit Fehlern gerechnet
werden muss. Dabel spielt eskeine Rolle,
ob diese Fehler Uberhaupt entdeckt wer-
den: Es kann jederzeit vorkommen, dass
bestimmte Telle des Programms in der
Praxis niemals benutzt werden, sodass
auch eventuelle Fehler nicht in den Blick
desAnwendersgeraten, oder dassdiefeh-
lerhaften Telle zwar zum Einsatz kommen,
die produzierten Fehler aber nicht so gra-
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vierend sind, dass sie auffallen wirden.
Die Entwickler der Programme haben dann
zwar ebenso wiedie Benutzer allen Grund,
ithreArbeit fUr einwandfrel zu halten, das
Programm kann durchausasgel ungen gel-
ten — aber falsch ist estrotzdem. Man muss
sich jetzt nur noch daran erinnern, dass
der Quelltext eines Programms einen kon-
struktiven Beweis fur die Existenz und
Berechenbarkeit elner bestimmten Funk-
tion darstellt, um zu bemerken, dass man
einen ,, gelungenen mathematischen Be-
weis* keineswegs,, fir immer” alsgelun-
gen betrachten kann. Wie man diesen Bel-
spielen entnehmen kann, sind Lakatos
Auffassungen nach wie vor aktuell, und
eserscheint etwas gewagt, der Mathema-
tik einen Sonderstatus in Bezug auf die
,|dee des Erkenntnisfortschritts*'! einzu-
raumen.

Naturlich war ImreLakatosnicht der ers-
te, der sich mit philosophischen Proble-
men der Mathematik befasst hat. Vor al-
lem in den ersten Jahrzehnten des zwan-
zigsten Jahrhundertswurdein der Mathe-
matik der so genannte Grundlagendtreit aus-
getragen (wobel man sich darliber streiten
kann, ob er tatséchlich biszum Ende aus-
getragen wurde), der auf der Grundlagen-
krise der Mathematik beruhte. Diese Kri-
se war dadurch entstanden, dass man im
spéteren neunzehnten und im frihen zwan-
zigsten Jahrhundert im Rahmen der aktu-
ellen Mathematik auf Sachverhalte gesto-
[3en war, die der Intuition Klar widerspra-
chen oder gar zu logischen Widerspriichen
fuhrten. Ich will hier nicht auf die mathe-
matischen Detailseingehen und nur erwah-
nen, dass Ungereimtheiten der verschie-
densten Art sowohl in der Analysis als
auch in der Geometrie und vor allem der
Mengenlehre auftraten, die Georg Cantor
vorangetrieben hatte. Gerade die |dee der
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Menge al's einer Ansammlung beliebiger
Objekte erschienintuitiv zunachst soklar,
dass nichts vernlnftiger erschien as die
Mathematik auf der Grundlage der Men-
genlehre aufzubauen, um Uber einensiche-
ren Grund zu verfligen. Leider stelltesich
heraus, dassdabei annghernd untiberwind-
bare Schwierigkeiten auftauchten, diesich
vor dlemin der Gestalt des 1902 von Ber-
trand Russel| entdeckten Russell-Parado-
xons bemerkbar machten. Die Konstruk-
tion dieses recht einfach zu verstehenden
und wohl deshalb so beriihmt geworde-
nen Paradoxons muss uns hier nicht in-
teressieren; wichtig ist nur der Umstand,
dass man, sobald esin der Welt war, die
Grundlegung der Mathematik mithilfe der
bi sherigen Mengenlehre nicht mehr ohne
Weiteres vornehmen konnte.

Dienun aufgetauchte Frage nach der Grund-
legung der Mathematik war nicht mehr so
leicht aus der Welt zu schaffen, und in
ihrer Folge wurden verschiedene philoso-
phische Positionen entwickelt, von denen
man sich eine L 6sung versprach. [ch wer-
de nun die Positionen des Platonismus
und den L ogizismus sowie den Formalis-
mus und den I ntuitionismus schildern, und
sieunter bestimmten Gesi chtspunkten kri-
tiseren. All dieseAuffassungen versuchen
zu erklaren, womit sich die Mathematik
und die Mathematiker befassen, und die-
ser Umstand erlaubt es, sie zu beurteilen.
Sofern eine philosophische Theorie ndm-
lich ,alsVorschlag zu einer LOsung eines
Problems® betrachtet werden kann, ,, gibt
esunmittelbar M oglichkeiten fir einekri-
tische Diskussion. ... Denn wir kdnnen
fragen: Lost die Theorieihr Problem? ...
Verschiebt sie es vielleicht nur? Ist sie
fruchtbar?*1? Auch eine philosophische
Theorie ist diskutierbar, und ,,man kann
rational und objektiv entscheiden, welche
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... akzeptabel ist und welche nicht.“*® Ich
behaupte nicht, dass so etwasimmer durch-
flhrbar ist, zumal viele—und wohl zuvie-
|e— philosophische Theorien so vage und
inhaltsleer formuliert sein dirften, dasses
gar nicht moglich ist, ihre zugrunde lie-
genden Probleme zu identifizieren. Falls
aber eine Problemsituation erkennbar ist,
zu deren Klarung oder gar Losung eine
Theorie aufgestellt wurde, so kann man
sie auch nach den oben aufgestellten Kri-
terien beurteilen.

Offenbar bestand ein Problem der Ma-
thematik darin, dass sie ihren Anspruch
auf absolute Sicherheit ihrer Erkenntnisse
zu verlieren drohte oder sogar bereitsver-
loren hatte. Eine Disziplin, deren Aussa-
gen mit vollstandiger Gewissheit wahr sein
sollte, wie man es Jahrhunderte lang gern
geglaubt hatte, konntesichAntinomienwie
das Russellsche Paradoxon nicht leisten,
ohne deutlich an Glaubwirdigkeit einzu-
bifen. Jeder Losungsansatz musste da-
her eine Antwort auf die Frage bieten, wo-
her mathematische Erkenntnisseihren An-
spruch auf Sicherheit beziehen. Dartber
hinaustreten aber auch Probleme auf, die
mit der Grundlagenkrise nur wenig zu tun
haben, ohne deshalb von geringerer Be-
deutung zu sein. Selbst wenn man Ge-
wissheit gewahrleisten konnte: woruber
besteht dann eigentlich diese Gewissheit?
Welcher Art sind die Objekte, Uber diein
der Mathematik gesprochenwird, welchen
Objektberei ch untersuchen die Mathema-
tiker? Diese Frageist nicht erst im zwan-
zigsten Jahrhundert aufgetaucht, sondern
wurde bereitsin der Antike behandelt und
sollte von el ner philosophischen Betrach-
tung der Mathematik untersucht werden.
Und schliefdich: wiekommt eseigentlich,
dass man die mathematischen Erkenntnis-
se, diedoch zunéchst einmal mit der phy-
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sischen Wirklichkeit nichts zu tun haben,
so hervorragend auf eben diese Wirklich-
keit anwenden kann?

Beginnen will ich mit den Vorstellungen
der Platonisten, dieauf Platons|deenlehre
beruht. Platon hatte gelehrt, dass beispiel-
weise eln physisch vorhandener Stuhl, der
sich nattirlich von einem anderen Stuhl zu-
mindest ein wenig unterscheiden muss,
nur eine Art von Widerschein einesidea
len Stuhlsist, der in einer Welt der 1deen
lebt und daher auch nur durch die Ver-
nunft betrachtet werden kann. Aussagen
Uber physisch vorhandene Stiihle kénnen
immer nur Menungen bei nhaten, wahrend
sichere Erkenntnisnur durch diereine Ver-
nunftbetrachtung desidealen Stuhlszu er-
reichen ist. Das hat unmittelbare Konse-
guenzen fir die Mathematik, auf die man
diesesK onzept |eicht anwenden kann. Will
man zum Beispiel den Satz des Pythago-
ras Uber rechtwinklige Dreiecke beweisen,
so steht man in der uns umgebenden phy-
sischen Welt vor dem Problem, dass ein
echtes rechtwinkliges Dreieck sich kaum
auftreiben lassen wird. Die gezeichneten
Liniensindin Wirklichkeit sehr diinne Fl&
chen, der Winkel wird in aller Regel ein
wenig vom rechten Winkel abweichenund
dieverwendeten Strecken sind vermutlich
nicht wirklich gerade, sondern enthalten
leichte Unebenheiten. Nur in der nicht-
physischen Welt der Ideen gibt es das
ideale rechtwinklige Dreieck, fir dassich
der Satz des Pythagoras problemlos be-
weisen |8sst, weshalb er auch fir alle Zei-
ten alsideale Erkenntnisfeststeht und ab-
solut sicher ist. FUr den Platonisten sind
mathematische Objekte also vollig redl,
wenn sie auch in einer nicht-physischen
Redlitét der Ideen existieren, diekein Tell
der physischen Welt ist. ,, Sie existieren
aul3erhalb desRaumsund der Zeit ... wur-
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den weder geschaffen, noch werden sie
sich je verandern oder auflsen.“** Folg-
lich sind mathematische Entdeckungen
tatsachlich Entdeckungen und keine Er-
findungen, der Mathematiker hat es ge-
nau wie der Physiker mit realen vorgege-
benen Objekten zu tun, nur dass seine
Objekte einer anderen Redlitdt entstam-
men.

Wie kann man nun den mathematischen
Platonismusim Hinblick auf diedrel oben
angefihrten Probleme beurteilen?Wasdie
Sicherheit der mathematischen Erkenntnis
angeht, so bietet er nur elne ScheinlGsung.
Sicherheit, so sagt der Platonist, liegt des-
halb vor, weil die mathematischen Objek-
teim Reich der Ideen ewig und unantast-
bar sind und daher nichts Falsches her-
auskommen kann. Selbst wenn man die
Ewigkeit der mathematischen Objekte zu-
gestehen will, bleibt aber immer noch das
nicht zu unterschétzende Problem, wie der
arbeitende Mathematiker an diese Objek-
teherankommen soll. Der Hinweisauf die
Vernunft oder auch dielntuition hilft nicht
sehr viel welter, dabeidefehlgeleitet wer-
den konnen und vielleicht gar nicht die
ewigen Wahrheiten erkennen, sondern nur
irrige Meinungen Uber die physische Rea-
litét produzieren. Der beriihmte Logiker
Kurt Godel war der Meinung, wir wiirden
die Objekte der M engenlehrewahrnehmen,
weil sichihre Axiome asWahrheiten auf-
dréangen, und man konne dieser Art der
Wahrnehmung ebenso vertrauen wie der
Sinneswahrnehmung. Leider weil3 man
aber, dass man der Sinneswahrnehmung
kel neswegsunkritisch vertrauen sollte, well
sieoft der korrigierenden Vernunft bedarf,
um unvermeidbare Fehler auszugleichen,
weshal b Godel sArgument eher gegen den
Platonismus verwendet werden kann als
far ihn. Indem wir mithilfe einer nicht n&
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her beschreibbaren Intuition Kontakt zur
WEelt der 1deen aufnehmen mussen, well
wir sonst nichts tiber sie wissen konnten,
schaffen wir eine Verbindung zwischen
den sicheren Wahrheiten und der unsiche-
ren physischen Wirklichkeit. Aber wiesi-
cher ist diese Verbindung? Um die Wahr-
heit sicher Ubertragen zu kbnnen, misste
auch der Verbindungsweg von gleicher
Qualitét sein wie die reinen ldeen selbst
und somit wohl eher der Ideenwelt ange-
horen als eine Verbindung zwischen ihr
und unsdarzustellen. Durch die Postulie-
rung von Sicherheit wird noch lange ke -
ne Sicherheit garantiert.

Ahnlich sieht esbeim dritten Problem aus,
also der Frage, warum man die Mathema-
tik auf die physische Realitét anwenden
kann. Nach Ansicht der Platonisten duirf-
tedas nicht funktionieren, dabei spielswel-
se ein physisch vorhandenes rechtwinkli-
gesDreleck nicht Uberm&fdig viel mit dem
idealen rechtwinkligen Dreieck zu tun hat,
auf das dlein sich der Satz des Pythago-
ras bezieht. MathematischeAussagen sind
echte Erkenntnisse Giber die Welt der |de-
en, wahrend man Uber die physische Welt
immer nur Meinungen auf3ern kann, wes-
halb die mathematischen Sétze auch nichts
mit der physischen Welt zu tun haben kon-
nen. Zur Frage der Anwendbarkeit hat der
Platonismus nichts bei zutragen. Dagegen
scheint das Problem des mathematischen
Objektbereichs eine klare Antwort zu er-
fahren: Mathematische Objektesindreae
Objekte, dieaul3erhalb unserer physischen
Redlitét elneideal e Existenz pflegen. Aber
wie viele Objekte versammeln sich dort?
Gibt esnur einidealesrechtwinkligesDrei-
eck oder einesfir jede mogliche Kombi-
nation von Langen und Winkeln? Daein
Dreieck drel Seiten hat, musseswohl min-
destens drei ideale Geraden geben, und
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diese Anzahl lasst sich beliebig hoch-
schrauben, indem man von Dreiecken zu
Vielecken Ubergeht.™> Esist also durch-
aus nicht von vornherein klar, welche Ob-
jektein den zeitlosen Himmel der Mathe-
matik aufgenommen werden sollen—und
vollig unklar ist es, von wem. Sieexistie-
ren einfach zeitlos und raumlos, wurden
anscheinend nicht geschaffen und wirken
auf unsere physische Realitat. Will man
nicht gerade die Existenz eines mathema-
tikfreundlichen Gottes postulieren, so ist
durchaus nicht zu sehen, warum ein sol-
chesewigesUniversum der |deen existie-
ren sollte und warum die endliche mensch-
liche Vernunft Zugang zu ihr findet.

Es stellt sich aso heraus, dass der Plato-
nismus keines der betrachteten Probleme
|6sen kann. Dennoch dirfte er —als eine
Artvonimpliziter Arbeitshypothese—von
vielen aktiven Mathematikern bevorzugt
werden, well er immerhin eineVorstellung
davon vermittelt, was der forschende Ma-
thematiker eigentlich macht: Er arbeitet an
Problemen, deren Entitéten er sich der Be-
guemlichkeit halber alsreale Objektevor-
stellt, well esschliefdichirgendein Objekt
geben muss, das er als das Objekt seines
Nachdenkens bezeichnen kann. Bei der
praktischen Arbeit, solange er nicht Uber
die damit verbundenen Probleme nach-
denkt, wird der Mathematiker oft platonis-
tische VVorstellungen hegen, und indiesem
Sinne ist die Ideenwelt des Platonismus
auch heute noch aktuell.

Aus dem Bedlrfnis, die Gewissheit der
mathematischen Erkenntnisse zu sichern,
ist auch der vor allemvon Bertrand Russel|
und Alfred North Whitehead entwickelte
L ogizismus entstanden. Russell war zur
Zeit der Arbeit anden, PrincipiaM athema
tica® in Bezug auf die Mathematik sehr
stark platonistisch orientiert: ,,1ch erachte
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ale Erkenntnis, die sich mit den tatséch-
lich existierenden Dingen befasst ... fir
recht geringwertigim Vergleich zu der Er-
kenntnis, die, wie Philosophie und Ma-
thematik, sich mit den geistigen, ewi-
gen Objekten befasst — und sich geldst
hat von der jdmmerlichen Welt, die Gott
geschaffen hat.“'® Dasist offenbar purer
Platonismus. Die physische Welt liefert
keine ernst zu nehmenden Erkenntnisse,
die dagegen in der ewigen Welt der Ideen
aufzufinden sind. Im Gegensatz zum bis-
her besprochenen allgemeinen Platonis-
mus versuchten Russell und Whitehead
aber, ihr Sicherheitsbedirfnis zu konkre-
tisieren und sich nicht auf einen Hinweis
auf eine Welt ewiger Wahrheiten zu be-
schranken. Die Grundidee erschien zu-
néchst durchaus Uberzeugend: Man kann
sich auf den ersten Blick kaum etwasvor-
stellen, dasan Sicherheit die Prinzipien der
Logik Ubersteigt oder an intuitiver Klar-
heit den schlichten Begriff der Mengehin-
ter sich lasst. Auf beidem sollte die ge-
samte Mathematik aufgebaut werden. Die
Logik bot diefundamentalen Gesetze des
Denkens und der Vernunft wie zum Bel-
spiel das Prinzip der Widerspruchsfrei-
heit, und die Mengenlehre im Sinne von
Cantorsintuitiv klarem Mengenbegriff, de-
ren Konstruktionen eng mit denender Lo-
gik verwandt waren, sicherte die Riickfh-
rung auf ein festes und unbezweifelbares
Fundament. Auf diese Weise sollten die
unbezweifelbare Gewissheit der Logik und
dieintuitive Eingchtigkeit der Mengenlehre
auf die Mathematik in ihrer Gesamtheit
Ubertragen und so endlich eine sichere
Grundlage der Mathematik erreicht wer-
den.

Russell und Whitehead konnten dieses
ansprechende Programm nicht in der ge-
wunschten Weise erflllen. Schon das
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oben angesprochene Russell sche Parado-
xon zeigte, dass die Mengenlehreim Sinne
Georg Cantors eben nicht die selbstver-
standlicheKlarheit undintuitive Sicherheit
aufwies, die man von ihm erwartet hatte,
sondern zu unangenehmen Antinomien
fuhren musste. ,Ich gab mir die grofite
M he, die oben erwéhnten Widerspriiche
zu |6sen. Jeden Morgen setzte ich mich
vor ein unbeschriebenes Blatt Papier. Den
ganzen Tag Uber, nur kurz durch das Mit-
tagessen unterbrochen, stierteich auf den
leeren Bogen. Oft war er am Abend ebenso
leer.* Y Zwar sellteessich heraus, dassman
die aufgetretenen Schwierigkeiten [6sen
oder doch zumindest umgehen konnte,
aber um welchen Preig! Von einer intuitiv
klaren Mengenlehre, die doch wenigstens
einen Tell desfesten Fundamentsder Ma-
thematik bilden sollte, konnte keine Rede
mehr sein, daman aufgrund der aufgetre-
tenen Probleme zu deutlich komplizierte-
ren Konstruktionen hatte greifen mtissen,
die dles andere dsintuitiv klar waren. So
etwas konnte nicht mehr as Grundlage
einer Logik dienen, die den Grundgesetzen
des Denkens und der Vernunft entsprechen
sollte. Immerhinwar esjadasZie desLogi-
zismusgewesen, dieplatonistische Auffas-
sung vom Kopf wieder auf die Beine zu
stellen, indem nicht mehr nur auf ene omi-
ndse Welt der |deen verwiesen wurde, son-
dern mithilfe von Mengenlehre und Logik
klar gemacht wurde, wieman dieplatonis-
tische ldeenwelt konkretisieren kénne,
sodass jedem der sichere Grund der Ma-
thematik ersichtlichwerden sollte. Im Zuge
der Arbeit brach aber der sichere Grund
weg und es stellte sich heraus, dass we-
der die Mengenlehre noch die Logik ge-
eignet waren, ein standfestes Fundament
der Mathematik zu bilden, dessen Sicher-
heit Uber jeden Zweifel erhabenwar.
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Offenbar war also auch der Logizismus
nicht in der Lage, das Problem des siche-
ren Fundamentes zu |6sen. Wie sieht es
nun mit den beiden anderen aufgeworfe-
nen Problemen aus, also mit der Frage
nach dem Objektbereich der Mathematik
und der Frage nach der Anwendbarkeit
auf die Redlitét? Daessich hier umeine—
wenn auch konkretisierte — Version des
Platonismus handelt, unterliegt natirlich
der Logizismus den gleichen Problemen
wieder Platonismusauch. Immerhinwur-
dedie Natur der mathematischen Objekte
genauer bestimmt, denn nach der Auffas-
sung des Logizismus handelt es sich da-
bei um nichts anderes als logische Kon-
struktionen, und die Logik selbst gilt ob-
jektiv und unzweifelhaft. Daaber dieLo-
gik und die mit ihr verbundene Mengen-
lehre sich selbst in Schwierigkeiten ver-
wickelt hatten, ist diese Auffassung nicht
aufrecht zu erhalten; auch der L ogizismus
kann nicht erkl&ren, mit welcher Art von
Objekten sich die Mathematik befasst. Im
Ubrigen ist auch aus logizistischer Sicht
durchaus nicht klar, wie man wohl als
Mathematiker auf den autonom existieren-
den Bereich der Logik zugreifen mag. Oh-
ne einen solchen Zugriff auf die eigentli-
chen Objekteder Mathematik ist esschlief3-
lich unmdglich, Mathematik zu betreiben,
und die Existenz mathematischer Aussa-
gen zeigt, dassdieser Zugriff inirgendei-
ner Weise moglich sein muss. Aber wie?
Hier bleibt am Ende wieder nur das von
GOdel propagierte Vertrauen auf die Wahr-
nehmung der |ogischen Objekte, eineArt
vonlogischer Intuition, wodurch aber selbst
dann, wenn man einen autonom existie-
renden |ogischen Bereich akzeptieren woll-
te, sich das Problem nur verschieben kénn-
te: An die Stelle der ungeklarten Frage
nach der Natur mathematischer Objekte
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trittin diesem Fall dieerst recht ungekl ar-
te Frage nach der Natur der logischen In-
tuition. Das zeigt auch schon, dass der
Logizismus keine LAsung des Problems
der Anwendbarkeit der Mathematik auf die
physische Redlitét bietet. ES mag jaeine
idealeWdlt der Logik geben, aber wiehéngt
siedenn mit der physischen Welt der Din-
ge zusammen? Besteht eine logische Be-
ziehung zwischen rein logischen Entitéten
und physischen Gegenstanden, die es
rechtfertigen kdnnte, mathematische Er-
kenntnisse auf physische Gegenstande an-
zuwenden? Eine solche logische Bezie-
hung musste aber wieder eine Art von
Wanderer zwischen den Welten sein, wie
ich es schon im Zusammenhang mit dem
reinen Platonismus beschrieben habe, und
konnte eben nicht mehr der unverfal sch-
ten Welt der Logik angehoren. Als philo-
sophisches Programm ist auch der Logi-
zismus geschelitert.

Man kann den vor alem auf Brouwer und
Weyl zurtickgehenden Intuitionismus als
Gegenbewegung zur platoni stischen Auf-
fassungimAllgemeinen und zur Mengen-
lehre Cantors im Besonderen betrachten.
Eine mathematische Entitét wieeineMen-
gemit unendlich vidlen Elementen, dieman
nicht durch einen konstruktiven Prozess
explizit erzeugen konnte, war den Intuitio-
nisten zutiefst verdachtig, da es ihrem
Grundprinzip widersprach: Waswir ken-
nen, sind die nattrlichen Zahlen, die uns
durch eineUrintuition desZahlensvertraut
sind, und jede mathematische Erkenntnis
muss sich auf diese Urintuition des Zah-
lens zurlckfihren lassen. Sofern es also
maoglich ist, ein mathematisches Objekt
durch eine Konstruktion aufzubauen, die
bei den natiirlichen Zahlen beginnt und
nach endlich vielen Schritten bei dem ge-
wunschten Objekt ankommt, ist alesin
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Ordnung, dieses Objekt existiert. Und das
Gleichegilt nattirlich fir Beweise, die nur
dann akzeptabel sind, wenn sie sich kon-
struktiv auf der Basisder natiirlichen Zah-
len aufbauen lassen.

DieKonsegquenzen dieser Auffassung sind
schwerwiegend, dasiedie Mathematik auf
elneWel se einengt, dieihren Wirkungsbe-
reich deutlich verkleinert. Esist beispiels-
wel senicht mehr moglich, den eher schlich-
ten Satz, dass eine Zahl entweder positiv
oder negativ oder gleich Null sein muss,
aufrecht zu erhalten, weil man — ausge-
hend von den nattirlichen Zahlen—in der
Lageist, eine Zahl zu konstruieren, deren
Vorzeicheneigenschaft nicht konstruktiv
nachgewiesen werden kann. Hat man sich
aber einmal darauf eingelassen, nur kon-
struktive Beweise zu akzeptieren, so muss
man auch hinnehmen, dassfir diese Zahl
keine der drei Ublichen Vorzeichenmdg-
lichkeiten gultigist. Tats&chlich gehendie
Probleme noch weiter, denn offenbar darf
der Intuitionist keinen Bewels als giltig
akzeptieren, der auf dem Prinzip desaus-
geschlossenen Dritten beruht, weil dieses
Prinzip keine konstruktive Grundlage auf-
weist, diesich auf die Urintuition desZéh-
lens zurtckfihren lief3e. Esist daher kein
Wunder, dassschdieintuitionistischeRich-
tung unter Mathematikern keiner grof3en
Beliebtheit erfreut: Sieerklart zu vielesfur
unzuldssig und schrankt die M 6glichkei -
ten der Mathematik zu stark auf dasrein
Kongtruktiveein, weshab bedeutende Telle
der in der Mathematik bereits erreichten
Erkenntnisse fur den Intuitionisten keine
Giltigkeit haben.

Nun ist aber der Umstand, dass eine phi-
|osophische A uffassung unbequeme Kon-
sequenzen hat, noch kein Argument fir
ihre Unhaltbarkeit. Welche Antworten hat
der Intuitionismus auf die drei Probleme,
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mit deren Hilfe ich bereits den allgemei-
nen Platonismus und den L ogizismus un-
tersucht hatte? Was das Sicherheitspro-
blem angeht, so scheint er eineklare Ant-
wort zu liefern. Die Mathematik hat eine
Sonderstellung, well sieausschliefdich auf
der Urintuition desZahlensberuht, dieal-
len Menschen gemeinsam ist und daher
keine Probleme aufwirft. Es hat sich aber
schon bei den Platonisten und den Logi-
zisten gezeigt, dass der Rekurs auf Intui-
tionen gleich welcher Art problematisch
ist. Warum sollte die auf das Z&hlen be-
zogene Intuition sicherer sein als die lo-
gischelntuition Russdlls? Und warum han-
delt es sich hier um eine Urintuition? Im
antiken Griechenland ware kaum jemand
auf die Idee gekommen, dem Zahlen &i-
nen derart hohen Status el nzur&umen, wah-
rend die geometrische Intuition des Rau-
mesenen deutlich htheren Stellenwert hat-
te. Uberdies weil man, dass in bestimm-
ten Kulturen die Urintuition des Zahlens
in der von Brouwer gewiinschten Weise
nicht existiert, da man dort nur wenige
Zahlworte kennt und dann auf vage Be-
griffewie,,viee* zurlickgreifen muss. Wie
sieht esin diesem Falleaus mit der siche-
ren Urintuition und der Konstruktion der
mathematischen Objekte? Offenbar ist
also die Urintuition des Zahlens alles an-
dere alsunproblematisch und daher keine
sichere Grundlage fir mathematische Kon-
struktionen. Auch die Frage nach dem Ob-
jektbereich der Mathematik findet keine
befriedigende Antwort. Soweit essichum
die konstruktiv aus den natirlichen Zah-
len konstruierten Objekteder Intuitionisten
handelt, muss man die eben besproche-
nen Probleme in Kauf nehmen, die den
Status der Objekte zumindest zweifel haft
erscheinen lassen. Es kommt aber noch
eine Schwierigkeit hinzu. Immerhinist auch
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der Intuitionismus angetreten, um eine
brauchbare Auffassung von der Mathema-
tik zu entwickeln, und seine L 6sung | uft
daraus hinaus, all die Objekte und Kon-
struktionen aus der Mathematik zu entfer-
nen, die ihm nicht ins Konzept passen.
Die tatsachlich vorhandene Mathematik
|&sst sich von der intuitionistischen Philo-
sophie nicht erfassen, weil sie von vorn-
herein einen recht engen Bereich auszeich-
net, innerhalb dessen sich die Mathema-
tik zu bewegen habe, und jedes BemU-
hen, aul3erhalb dieses vorgegebenen Be-
reichs Ergebnisse zu erzielen, ganz ein-
fach a s nicht mathemati sch kennzeichnet.
Damit kann man aber keine Theorie der
Mathematik aufbauen, die das Phdnomen
Mathematik e nigermal3entreffend beschre-
ben kann. Dasintuitionistische Programm
ist, so weit es konstruktiv durchgefihrt
wurde, nichts anderes a's ein bestimmter
Zweig der Mathematik, der sich auf ge-
wisse vorgegebene M ethoden beschréankt,
aber als philosophische Auffassung zur
Grundlegung der Mathematik muss es
wegen seiner Enge scheitern. Man sollte
allerdings zugeben, dass innerhalb der
Intuitionistischen Mathematik —aber auch
nur dort —der Intuitionismus eine Ldsung
des Problems liefert, warum die Mathe-
matik auf die Realitét anwendbar ist. Noch
einmal: Grundlageist die Urintuition des
Zdahlens, und auch wenn sie wie jede In-
tuition mit Problemen behaftet ist, so be-
ruht das Zahlen doch auf menschlichen
Erfahrungen mit der physischen Redlitét,
mit der verflieffenden Zeit und der Exis-
tenz einer dinglichen Welt. Da also die
menschliche Erfahrung stark in die Grund-
lage der intuitioni stischen Konstruktionen
mit einflief¥, ist esauch kein Wunder, dass
sieauf die Erfahrung anwendbar sind. Das
gilt jedoch nur fir den engen Bereich der
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Intuitioni stisch-konstruktiven Mathematik.
Dass auch die Teile der Mathematik, die
der Intuitionist gar nicht als Mathematik
akzeptiert, erfolgreich auf die physische
Realitdt angewendet werden, kann der
Intuitionismus nicht erkl&ren, siekommen
in seiner Welt nicht vor.

Esist leicht nachzuvollziehen, dass gera-
dedie Einengung der Mathematik auf die
von den Intuitionisten flr unproblematisch
gehatenen Teileunter den Mathematikern
nicht nur zu einem gewissen Unbehagen,
sondern auch zu Gegenreaktionen fuihrte,
vorwiegend in Gestalt desformalistischen
Programms David Hilberts. Er hatte durch-
ausnicht dieAbsicht, sich von den Intuitio-
nisten ,,unsere Wissenschaft zerstiickeln
undversttimmeln zulassen®,*® sondern woll-
te den Reichtum der Mathematik gegen
das Brouwersche Reinheitsgebot verteidi-
gen, ohnedabel indiealten Schwierigkel -
ten zu geraten. Auch Hilbert suchte nach
einer sicheren Grundlage, aber von ande-
rer Art. Ausgehend von Axiomen, a so von
ersten Grundsétzen, Uber die man nicht
mehr diskutieren muss, wollteer durch klar
definierteformale Schlussregeln, derenkor-
rekteAnwendungim Prinzipvonener Ma
schine Uberpriift werden konnte, formale
Herleitungen der mathemati schen Sétzeer-
stellen. Die angewendeten M ethoden soll-
tendabel alsreinformaeRegeln zumUm-
gang mit Formeln verstanden werden, oh-
ne jede inhaltliche I nterpretation, sodass
von vornherein jede Belastung der Sétze
mit inhaltlichen Problemen vermieden wer-
den konnte. Auch das System der Axio-
me erhob dabei keinen Wahrheitsanspruch:
Worauf esankam, war vor alem der Nach-
weis der Widerspruchsfreiheit und der
Vollstéandigkeit desAxiomensystems, kein
Axiom durfte einem anderen logisch wi-
dersprechen und keines durftefehlen, um
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alle gewiinschten Satze einer mathemati-
schen Theorie aus den Axiomen ableiten
zu kénnen. Sobald man auf diese Weise
mithilfe der formalen und inhaltsfreien
Schlussregeln aus einem widerspruchs-
frelen Axiomensystem neue Objekte kon-
struiert und neue Erkenntnisse gewonnen
hatte, war die Sicherheit der Mathematik
und die Existenz ihrer Objekte garantiert.
Man kann sich die Grundidee vorstellen,
indem man sich das Prinzip des Schach-
spielsvor Augen hdt. Die Figuren auf dem
Brett erheben nicht den Anspruch, irgend
etwas zu bedeuten, sie sind einfach nur
Figuren mit bestimmten Bezeichnungen an
bestimmten Positionen des Bretts, dieim
Laufe des Spids verwendet werden sollen.
DieArtihrer Verwendung legen die Spiel-
regeln fest, die ohne jede inhaltliche Be-
deutung sind, aber ausnahmsl os eingehal -
ten werden missen; jede Abweichung von
den Regeln bedeutet ein Ausscheiden aus
dem Schachspiel. Und so betrachtet der
Formalist die Mathematik. Ob man nunin
der Geometrie von Punkten und Geraden
oder von Schreibtischen und Staubsau-
gernredet, ist vollig gleichguiltig, eskommt
nur darauf an, dass die Beziehungen zwi-
schen diesen Objekten durch dieAxiome
festgelegt sind. Auf dem Schachbrett be-
deutet das beispiel sweise, dassman well3,
auf welchen Positionen die Figuren zu ste-
hen haben; dieAxiomelegen hier die Grund-
positionen der Figurenfest. DassdieAxio-
me nicht widerspriichlich sein dirfen,
heil3t hier, dasskeine zwei Figuren auf ei-
ner Stelle stehen kénnen, und ihre Voll-
standigkeit lauft darauf hinaus, dass die
notigen Felder allemit Figuren besetzt sind
und keine Figur fehlt. Ahnlich wird man
daher bei den geometrischen Axiomen fest-
legen, wiesich die grundlegenden Objek-
te zueinander verhalten, aber diese Fest-

53



setzungen sind vollig unabhéangig davon,
ob man sich nun Punkte und Geraden
vorstellt oder Schreibtische und Staubsau-
ger. Axiome haben keinerlei inhaltliche
Bedeutung. Und Schlussregeln natirlich
auch nicht, denn so wie sie beim Schach-
spiel in Form der Spielregeln nur festle-
gen, auf welche Weise man welche Figur
ziehen darf, stellen sie in der formalisti-
schen Mathematik Vorschriften dar, nach
denen Formeln umgeformt werden dir-
fen. Jeder Zug in einem Schachspiel kann
— unabhéngig davon, ob man die Figur
des Pferdesnun wirklich als Pferd betrach-
tet, a'seinen Punkt in der Landschaft oder
alsgar nicht real vorhanden —anhand der
vorgegebenen Spielregeln auf seine Kor-
rektheit Gberpriift werden, und ebenso kann
jedeim Rahmen el ner mathematischen Kon-
struktion oder eines Beweises vorgenom-
mene Manipulation aufgrund der forma-
len Schlussregeln auf ihre Zul&ssigkeit
Uberprft werden, ohne dass man sich um
inhaltliche Fragen noch Gedanken machen
musste.

Hilberts Programm war vor alem ein ma-
thematisches. Er glaubte keineswegs dar-
an, dassdie Mathematik eininhaltsleeres
Spidl sai, sondern wollte mit seiner forma-
listischen Interpretation der Mathematik
die Sicherheit zurlickgeben, dieseim Zuge
der Grundlagenkrise verloren hatte. Man
kann ihn also al's Uberzeugten Platonisten
und al's notgedrungenen Formalisten be-
zeichnen, sein Formalismuswar eineMe-
thode, um einen realistischen Standpunkt
fur dieMathematik zu retten. Sein mathe-
matisches Programm ist allerdings daran
gescheitert, dass Kurt Godel 1930 nach-
wies, dass kein hinreichend komplexes
System seine eigene Widerspruchsfrei heit
beweisen kann. Esist aso beispielsweise
nicht moglich, innerhalb der Arithmetik der
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nattrlichen Zahlen die Widerspruchsfrei-
heit eben dieser Arithmetik zu beweisen,
womit die gewlinschte Grundlegung der
Mathematik wieder einmal zusammen-
bricht. Schliefdich solltedie Sicherheit der
mathematischen Methode primér darauf
beruhen, dass man die Widerspruchsfrei-
heit des jeweiligen Axiomensystems de-
monstrierte, und wenn schon das nicht
ging, dann konnte es mit der Sicherheit
nicht weit her sein.

Man kann aber jenseits des mathemati-
schen Programms Hilberts einen konse-
guenten Formalismus entwickeln, indem
man auf jeden platonistischen Anflug ver-
zichtet und die Auffassung von Mathema-
tik als Spiel ohne inhaltliche Bedeutung
nicht mehr alsHilfsmittel zur Gewinnung
von Sicherheit begreift, sondern als we-
sentliches Charakteristikum der Mathema:
tik selbst. Ob die Axiome widerspruchs-
frel sind oder nicht, ist dann nicht mehr
die zentrale Frage, sondern nur noch eine
mogliche Frage unter vielen. DieAxiome
selbst werden, wieich esam Beispiel des
Schachspielserlautert habe, als Grundan-
nahmen betrachtet, und die Mathematik
besteht darin, nach klar festgelegten Re-
geln Schlussfolgerungen ausdiesen Axio-
men zu ziehen. Irgendwel che Bedeutun-
gen, die man mit Objekten wie Punkten
oder Geraden verbinden konnte, spielen
dabei nicht mehr die geringste Rolle, es
kommt nur noch auf diein den Axiomen
definierten Grundstrukturen und auf das
korrekte Anwenden der vorgegebenen
Schlussregeln an. Ein Bewels, der sich
nicht auf die mechani sche Anwendung der
Schlussregelnreduzierenlésst, ist kein gul-
tiger Beweis. Auf diessWeisewirddieMa-
thematik zu einem Spiel, das nach festen
Regeln gespielt werden muss, jede Ab-
weichung von den Regeln fuhrt automa-
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tisch dazu, dass man sich an dem Spiel
Mathematik nicht mehr betelligt. Undwie
die Endstellung einer Schachpartie nicht
die mindeste inhaltliche Bedeutung hat,
sondern nur eine Stellung darstellt, die
nach erlaubten formalen Operationen ein-
getretenist, kann man auch einem mathe-
matischen Satz kel nen echten Inhalt mehr
zuordnen. Beim Beweiseines Satzessind
ja nur inhaltslose Grundstrukturen nach
einmal festgesetzten Regeln manipuliert
worden, und aus dem mechanischen Ma-
nipulieren bedeutungd oser Strukturen ent-
steht kein bedeutungsvoller Satz. Alleswas
man sagen kann, ist, dass ein mathemati-
sches Ergebnisformal korrekt aus diesem
oder jenem Axiomensystem hergeleitet
wurde; die Frage nach der Wahrheit oder
Falschhelt des Ergebnisses stellt sich tiber-
haupt nicht mehr, da schon die Axiome
nicht mit sol chen Fragen belastet wurden.
Esistklar, dassbel dieser Auffassung von
Mathematik auch dieWiderspruchsfreiheit
der Axiome keine besondere Bedeutung
mehr hat, da nichts mehr eine Bedeutung
hat. Stellt sich im Verlauf elner korrekten
formalen Herleitung heraus, dassdasver-
wendete Axiomensystem widersprichlich
war, so ist das wieder nichts anderes als
einformal korrekt hergeleitetes Ergebnis,
das vermutlich zu der Konsequenz fuh-
ren wird, dass man eln anderes Axiomen-
system a sAusgangspunkt verwenden wird.
DaAxiomekeineinhdtliche Bedeutung ha-
ben, ist ein System so gut wie das ande-
re, und die Wahl des passenden Axiomen-
systemsverliert jede Dramatik.

Esist dieser Standpunkt, auf densichviele
Mathematiker auch heute zurlickziehen diirf-
ten, sobald man sie mit Fragen nach den
Grundlagen der Mathematik behdlligt. Und
in der Tat scheint er immerhin zwe mei-
ner drel Probleme auf elegante Art zu 16-
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sen. Wie sieht es beispielsweise mit dem
Objektbereich der Mathematik aus, inwel-
cher Wel se existieren mathematische Ob-
jekte? Ganz einfach: Esgibt nur vollig be-
deutungslose Axiome und ebenfalls in-
haltsleere Schlussregeln, an die man sich
zu halten hat, und andere Objekte kom-
men nicht vor. Der Formalist braucht kei-
nen gesonderten Existenzbereich fur sai-
ne Objekte, weil er nichts anderes kennt
als Zeichenketten, die bestimmten Mani-
pulationen unterworfen werden dirfen,
wobei die Schlussregeln ebenfallsalsZel-
chenketten dargestel It werden. Wasbraucht
man mehr? Ein Schachspieler wird jaauch
keinen speziellen Teil der Welt fur die Po-
sitionen der Figuren auf seinem Schach-
brett reservieren wollen, fir ihn stellt sich
die Frage nach einem Objektbereich des
Schachs nicht, well er nur bedeutungslo-
se Figuren und erlaubte formale Manipu-
lationen kennt. Und genauso sieht es der
formalistische Mathematikspieler. Er hat
seine Grundfiguren und seine Spielregeln,
allesliegt in Form von Zeichenketten vor,
und mehr wird nicht gebraucht. Die Fra-
ge nach dem Objektbereich der Mathe-
matik findet somit elne einfache L osung:
Es gibt keinen besonderen Objektbereich
der Mathematik, und deshalb muss man
ihn auch nicht beschreiben.

Mit dem Problem der Sicherheit sieht es
nicht anders aus. Warum haben mathema-
tische Objekte einen Sonderstatus, war-
um ist mathematische Erkenntnis sichere
Erkenntnis? Nach formalistischer Auffas-
sung gibt es tberhaupt keine mathemati-
sche Erkenntnis, da Mathematik nur ein
inhaltsleeres regelbasiertes Spiel ist, bel
dem man aus bedeutungslosen Zeichen-
ketten weitere bedeutungslose Zeichen-
ketten generiert. Und wo eskeine Erkennt-
nis gibt, muss man auch nicht nach ihrer
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Sicherheit fragen, das Problem verschwin-
det, bevor es Uberhaupt auftreten konnte.
Nur auf die Frage nach der Anwendbar-
keit der Mathematik weild der Formalist
keine brauchbare Antwort. Er manipuliert
janur Bedeutungd osigkeiten: Wiekann es
dann sein, dass man diese Bedeutungs-
losigkeiten mit grof3em Erfolg auf die phy-
sische Welt anwendet? Die Ubliche for-
malistische Antwort ist die, dass man die
durch rein formale Deduktion erzielten,
aber eigentlichinhaltd eeren Ergebnisse mit
elner Interpretation versieht und damit ei-
nen Bezug zur physischen Redlitéat her-
stellt. Ein Punkt und eine Gerade sind dann
auf einmal nicht mehr nur inhaltlose Wor-
te, sondern sollen das darstellen, was man
sich tblicherwel se unter einem Punkt und
einer Geraden vorstellt. Aber warum soll -
tendievorher reinformal erzielten Ergeb-
nisse etwas mit einer Welt zu tun haben,
dienicht unbedingt rein formal ist?Wieso
liefern nun valliginhaltsleere Formeln, nur
weil man ihren Grundbegriffen eine Be-
deutung verleiht, auch inhaltliche Ergeb-
nisse, dieallem Anschein nach etwas tiber
die physische Welt aussagen? Kann man
dann Uberhaupt noch dieeigentlichinhalts-
leeren Ergebnisformeln aufrecht erhalten,
deren Grundidee jagerade darin bestand,
dass esnur um dieregelbasierte Herleitung
von Formeln ging und Inhalte keine Rolle
spielen? Es kéme auch kaum jemand auf
den Gedanken, aus der Endposition eines
Schachspiels konkrete physische Eigen-
schaften von lebendigen Pferden oder stei-
nernen Tirmen zu folgern, nur weil man
einige auftretende Figuren a s Pferde oder
Tlrme bezeichnen kann.

Fur dasAnwendbarkeitsproblem kann der
Formalismusaso keine Ldsung bereit stel-
len. Aber auch seine L 6sungen der ersten
beiden Probleme sind Scheinldsungen, die
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auf einer fehlerhaften Identifikation von
formalistischer Mathematik mit Mathema-
tik Uberhaupt beruhen — eine Schwierig-
keit, die schon beim Intuitionismus auf-
tauchte. Naturlich konnte man im Prinzip
jeden existierenden Beweisdem formalisti-
schen Programm unterwerfen und auf die-
se Weise zeigen, dass es sich auch bei
diesem konkreten Beweis um ein regel-
basiertes Spiel handelt. Dasist aber him-
melweit von der mathematischen Realitét
entfernt und kann die Rolleder Mathematik
nicht im Entferntesten beschretben. Wiirde
man bel jedem mathematischen Problem,
gleich welcher Komplexitét, immer und
immer wieder auf dasjewelligeAxiomen-
system zurtickgehen mit der Verpflichtung,
die betreffende A ussage aus den Axiomen
auf mechanische Weise mit Hilfe der er-
laubten Schlussregeln herzuleiten, so gébe
es nur einen Bruchtell der vorhandenen
Mathematik, weil die Umstandlichkeit die-
ses Verfahrens jede weitere Arbeit belie-
big verzdgern misste. Sicher kdnnte man
so elne bestimmteArt von Mathematik be-
treiben, aber in der Redlitét wird man nie-
manden finden, der sich auf eine solche
Methode einl&sst, weil sie nichts anderes
als unfruchtbar sein kann. Auch die Auf-
fassung, die mathemati schen Objekte hét-
ten fUr sich genommen keine Bedeutung,
istinAnbetracht konkreter Bewel se selbst
dann schwer aufrecht zu erhalten, wenn
man diese Beweise in ein formalistisches
Spid Ubertragen wirde. Selbst dann muss
man namlich als Beweisender beim Uber-
gang zum néchsten Beweisschritt eine Ent-
scheidung treffen, welche der formal nach
den Regeln erlaubten Mani pul ationen man
nun an den erreichten Formeln vornehmen
will. Daswird nicht auf gut Gliick gesche-
hen, sondern nach inhaltlichen Kriterien:
Wiekann man das gewiinschte Ziel mog-
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lichst gut erreichen? Man mussdieauf das
Problem passenden Manipulationen her-
ausfinden, was nur dannmaoglichist, wenn
man andieBedeutung der formaden Zeichen-
ketten denkt —an eben jene Bedeutung, die
der Formalist wegdefinieren mochte. Un-
terlasst man das, so ist jede erlaubte Ma-
nipulation so gut wiejede andere, und eine
Bevorzugung bestimmter Operationenim
Rahmen einesBeweisesist nicht zu recht-
fertigen. Es stellt sich also heraus, dass
der Formalismus zwar Ldsungen anbie-
tet, aber diese LAsungen nicht so recht
zum Problem passen, well er die tatsach-
liche Mathematik ignoriert. Und was sol|
man von einer Philosophie der Mathema-
tik halten, diesich die Mathematik so kon-
struiert, wie sie sie gerne hétte, und sie
nicht so untersucht, wiesieist?

Damit habeich meine Diskuss on desGrund-
lagenstreits der Mathematik beendet. Die
Probleml 6sungen, diein seiner Folgevor-
geschlagen wurden, haben sich a's unbe-
friedigend erwiesen, und vielleicht liegt es
daran, dassdieser Streitim Laufeder Zeit
einwenig eingeschlafenist. Dennoch wur-
de und wird auch aufRerhalb der vorge-
stellten Hauptpositionen tber philosophi-
sche Fragen der Mathematik nachgedacht.
Das Beispiel von Imre Lakatos habe ich
bereits am Anfang dieses Aufsatzes vor-
gestellt. In seinem Beitrag zum ,, Spektrum
der Wissenschaft“® hat Kanitscheider
zwel weitere Auffassungen besprochen,
die versuchen, etwas Licht auf die Ma-
thematik zu werfen.

Mitihrem , Unvermeidlichkeitsargument®
haben W.V.O. Quine und H. Putham ver-
sucht, eine neue Begrindung fur die A uf-
fassung zu liefern, dass mathematische
Objekte eine eilgene Redlitédt beanspruchen
konnen. Es beruht darauf, dass man zur
Formulierung sowohl mathematischer als
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auch naturwissenschaftlicher Aussagen oft
so genannte Quantoren verwendet. Daran
ist nichts Gehelmnisvolles. Will man zum
Beispiel zum Ausdruck bringen, dass fur
allerechtwinkligen Dreiecke der Satz des
Pythagorasgilt, so gibt esfir den sprach-
lichen Ausdruck ,, fir alle* ein mathemati-
sches Zeichen, das man als Allquantor
bezeichnet und das nur eine formale Ab-
kirzung fir eben dieses,, fir dle darstellt.
Offenbar ist dann dieser Allquantor auch
im physikalischen K ontext einsetzbar, da
naturwissenschaftliche Aussagen oft All-
aussagen sind, die fur alle Objekte eines
bestimmten Bereiches gelten sollen. Zu-
sétzlich zum Allquantor wird auch gerne
der Existenzquantor verwendet, eine for-
melméaldige Abkurzung fir den Ausdruck
,€S gibt“ oder ,es existiert*. Es handelt
sich aso be beiden Quantoren nur um ab-
kirzende Schreibwei sen, aber Quine und
Putnam haben sie dennoch zur Grundla-
geeinesArgumentsgemacht, mitdemsie
fur dierea e Existenz mathematischer Ob-
jekte pladieren: Weil sich die Quantoren
auf abstrakte wie auch auf reale Objekte
anwenden lassen und die physikalischen
und mathematischen Teile naturwissen-
schaftlicher Theorien sehr miteinander
verschrankt sind, kann man , ohne will-
kurliche Parteilichkeit*? nicht physikali-
scher Realist und mathematischer I dealist
sein. Hier genligt schon die Frage, war-
um man das eigentlich nicht sein durfe,
um dem Argument zumindest einen Tell
seines Bodens zu entziehen. Dennwarum
soll man nicht parteilich sein? Der Vor-
wurf, bel einer Trennung der Sichtweisen
in Parteilichkeit zu versinken, setzt in\Wahr-
heit schon die gewlnschte Antwort vor-
aus, denn sobal d man —grundlos— akzep-
tiert hat, dass eine Trennung in zwei ver-
schiedene Realitétskategorien eine uner-
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wuinschte Parteilichkeit impliziert, ist die
Entscheidung zugunsten der Realitét der
mathematischen Objekte schon gefallen.
Danach sollte man aber auch konsequent
sein und noch einen Schritt weiter gehen.
Immerhin kénnte man jaauch die—asred
erkannten —mathemati schen Objekte mit-
hilfe von Quantoren auch mit weiteren Ob-
jekten verbinden wie zum Beispiel den Be-
wohnern desgriechischen Gotterhimmels.
Um nur ein Beispiel zu nennen: Fir alle
griechischen Gotter existiert mindestens
ein griechischer Berg mit der Eigenschaft,
dass alle diese Gotter auf diesem Berg
wohnen. Hier werden mathematische Ob-
jekte—die Zahl 1 —, physische Objekte —
der Olymp — und mythol ogische Objekte
durch Quantoren miteinander verbunden,
und ,,ohnewillkUrliche Parteilichkeit* kann
man den mythol ogischen Objekten dann
nicht die Realitét absprechen, dieman den
mathematischen und den physischen be-
reits zuerkannt hat.

Das Argument, die Anwendungen von
Quantoren auf mathemati sche Objekte sei
fur die Wissenschaft unvermeidlich und
deshalb missten diese Objekte auch exis-
tieren, erinnert tatsachlich an theologische
Vorgehensweisen, denn auf dhnliche Wei-
se argumentiert auch Joseph Ratzinger
gerne: Nur well der Mensch oft und gerne
an ein Leben nach dem Tode glaubt und
dieser Glaube fir viele unverzichtbar ist,
um ihr Leben zu ertragen, muss natiir-
lich auch ein Leben nach dem Tode exis-
tieren.! Ob Putnam und Quine die geisti-
ge Néhe zum Papst unbedingt erwtinscht
hatten, ist mir durchaus nicht klar, aber
ihrer Theorie zufolgeist Sekaum vermeid-
bar — oder sogar unvermeidbar und da-
her ihrer Meinung nach auch real. Auch
| saac Newton war der Meinung, die Exis-
tenz eines Schopfergottes sei unvermeid-
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bar, um das Wesen der Schwerkraft zu
erklaren, und doch wird man das heute
kaum noch als gultiges Argument anse-
hen. Die Frage nach dem Objektbereich,
die Quine und Putnam mit ihrem Ansatz
kl&ren wollten, bleibt daher trotzihresUn-
vermeidlichketsargumentsoffen.

Einen ausgesprochen platonistischen An-
satz zum Zusammenhang zwischen phy-
sischer Realitét und Mathematik hat Max
Tegmark vorgeschlagen.? Ausgehend von
der kosmol ogischen TheoriedesMultiver-
sums, nach der es nicht nur unser Univer-
sum gibt, sondern dieses Universum nur
eines unter vielen ist, erklart er die ,,ma-
thematischen Objektefur die primére Re-
alitét”, allesandere, insbesonderedie phy-
sische Redlitét, ist abgeletet. Dieverschie-
denen Universen bestehen aus,, konsisten-
ten formalen Strukturen®, und einige von
ihnen besitzen die , kontingente Eigen-
schaft*, intelligente Substrukturen hervor-
zubringen. Dasgeht zwar nichtindlendie-
ser konsi stenten Strukturen, aber in unse-
rer eben schon, und damit ist auch das
Problem gel 0st, warum unser Universum
durch die Gleichungen beschrieben wird,
durch die es beschrieben wird.? Hier weil3
man nicht so recht, wo man anfangen soll.
Tegmark scheint eine Art anthropisches
Prinzip zu installieren: Wir sind nun ein-
mal daund die Gleichungen sind nun ein-
mal so, wie sie sind, also leben wir eben
in einer konsistenten Struktur, die intelli-
gente Substrukturen hervorbringt. Wasist
dadurch gewonnen? Das Problem, war-
umwir durch Mathematik das Universum
beschreiben kdnnen, ist auf diese Weise
keineswegs|dsbar, schliefdichistauchdie
Euklidische Geometrie e ne ausgesprochen
konsistente formale Struktur, man geht
aber trotzdem davon aus, dass se den uns
umgebenden Raum nicht korrekt beschrebt.

Aufklarung und Kritik 2/2010



Warum scheint aso die Riemannsche Geo-
metrie die fUr uns passende Struktur zu
sein, und warum nicht die Euklidische?
Die Antwort bleibt uns Tegmark ebenso
schuldig wiejeder andere, und schon des-
halb sind die Vorteile seiner Theorie nicht
zu sehen. Ob man nun das Multiversum,
sofern es denn ein solches geben sollte,
al s physisch annimmt und dann sagt, dass
wir die Gleichungen unserem Universum
abgelauscht haben, oder ob man es as
eineformale Struktur ansieht, bei der man
dann nicht so recht wissen kann, woher
elgentlich die physischen Objekte kommen
— das macht insofern keinen so grof3en
Unterschied, alsmanin der einen Version
vor dem Problem steht, die Existenzform
der mathemati schen Objekte zu erkl&ren,
wahrend in der zweiten Version die Exis-
tenzform der physischen Objekte unklar
bleitben muss. , Theideathat physica world
... iIsamathematical structure“? hilft hier
nicht welter, solange man nicht verdeutli-
chen kann, wieso e nemathemati sche Struk-
tur zu physischen Ausprégungen gelangen
kann. Im Ubrigen ist nicht klar, wer ei-
gentlich wissen soll, was einelogisch kon-
sistente Struktur ist, bevor esein Uni- oder
Multiversum Uberhaupt gibt. Sind dielo-
gischen Gesetze tiber jeden Zweifel erha-
ben und vor der Geburt des Universums
vorhanden? In diesem Fall musste man
kl&ren, wo sie sich aufgehal ten haben. Wo-
her hat sie das Universum gekannt, bevor
es da war und sich nach ihnen richten
konnte? Hier scheint durch die Hinterttr
der logischen Konsistenz der Schopfer-
gott ins Spiel zu kommen, der die zul&s-
sigen Strukturen festlegt und damit alle
Probleme aus dem Weg raumt. Dann hétte
man sich allerdings die Theorie, die phy-
sische Welt sai eine mathematische Struk-
tur, sparen konnen, denn der Schopfer-
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gott kann auch diephysische Redlitét gleich
ohne Umweg Uber die konsistenten for-
malen Strukturen erschaffen, wenn er denn
Lust dazu verspiren sollte. Indem man ein-
fach die Mathematik mit dem Universum
gleichsetzt, hat man bestenfalls eine ver-
bale Scheinldsung der angesprochenen
Probleme gewonnen. Uber die Existenz-
form mathemati scher Objekteist damit nur
wenig gesagt, weil dieses Problem nur auf
die Existenzform der physischen Objekte
verschoben wurde. Und die Frageder An-
wendbarkeit der Mathematik wird dadurch
beantwortet, dass die Mathematik ja schon
dieWelt ist und man sich daher nicht Uber
das Zusammenpassen wundern muss. Er-
setzt man hier die Mathematik durch Gott,
so gelangt man zu einer schonen Begriin-
dung fur das Wirken Gottes in der Welt,
und man sieht noch etwas deutlicher, dass
es sich um ein Scheinargument handelt.
Oder: warum kann man die Regeln der
Moral auf die Welt anwenden? Ganz ein-
fach, das Universum besteht in Wahrheit
aus moralischen Strukturen, und daher ist
es kein Wunder, dass die Moral auf das
Universum passt. Wenn man das, was man
erklarenwill, gleichinden Urstoff desUni-
versumshinen postuliert, ist esnicht tber-
raschend, dass man es am Ende wieder
herausbekommt. Auch das Problem der
Anwendbarkeit der Mathematik findet also
auf diese Weise keine L 6sung.

Einevadllig andere Theorie der mathema-
tischen Objekte hat Karl Popper im Rah-
men seiner Drei-Welten-L ehrevorgeschla-
gen. Er teilt die gesamte Welt einin eine
Welt 1 der physischen Objekte und phy-
sischen Vorgange sowie eine Welt 2 der
psychischen Vorgange. Dazu kommt aber
noch eineWelt 3: ,, Die Welt der Produkte
desmenschlichen Gelstes; im engeren Sin-
ne insbesondere die Welt der Theorien,
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einschliefdich der fal schen Theorien; und
die Welt der wissenschaftlichen Proble-
me.“% Popper behauptet, ,, dass die Welt
3 zwar genetisch das Produkt der Welt 2
ist, dass sie aber eine innere Struktur hat,
dieteilweiseautonomist.“%* Warum kann
man nun diese Welt 3 alswirklich betrach-
ten? Das kommt ganz darauf an, wie man
den Begriff der Wirklichkeit definiert, und
Popper schlégt vor, ,, etwaswirklich zu nen-
nen, wenn es auf die Dinge der Welt 1
einwirken kann, entweder direkt oder in-
direkt.“?” Da nun aber das Bewusstsein,
dessen Vorgange zur Welt 2 gehdren, so-
wohl Kontakt zur physischen Welt hat —
schon deshalb, well Bewusstseinsvorgan-
geauch mit physi sch vorhandenen Gehirn-
prozessen zu tun haben — als auch zur
immateriellen Welt 3, daman mithilfedes
Bewusstseins die Gegenstande der Welt
3erfass, gibt eseineindirekte Verbindung
zwischen Welt 1 und Welt 3 Uber die Welt
2. ,,Man kann nicht ernsthaft leugnen, dass
dieWelt 3 der mathematischen und empi-
risch-wissenschaftlichen Theorien einen
ungeheuren Einfluss auf die Welt 1 aus-
Ubt. Das tut sie beispielsweise vermittels
der Téatigkeit von Technikern, die Ande-
rungen in der Welt 1 bewirken, indem sie
bestimmte Folgerungen aus diesen Theo-
rien anwenden.” %

Diese Wirklichkeitsauffassung hat Konse-
guenzen fur Poppers Einschatzung der
mathemati schen Objekte, die man gut am
Beispiel der nattrlichen und der ganzen
Zahlen erkennen kann. Im Gegensatz zu
Kroneckers beriihmtem Satz, die ganzen
Zahlen habe Gott geschaffen, ales andere
sei Menschenwerk, betrachtet Popper die
natlrlichen Zahlen alsMenschenwerk, a's
» Nebenprodukt der menschlichen Sprache,
der Erfindung des Z&hlens.*#* Hat man
aber erst einmal die Zahlen selbst undihre
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Grundoperationen wieAddition oder Mul-
tiplikation erfunden, so hat man keinegro-
32 Wahl mehr: ,, die Gesetze der Addition
und der Multiplikation ... Sndkeinemensch-
liche Erfindung. Sie sind ungewollte, un-
beabs chtigte K onsequenzen der menschli-
chen Erfindung, und siewurden entdeckt.“*°
Sobald also die Grundstrukturen erfun-
den worden sind, geht es durchaus nicht
mehr um menschliche Erfindungen, son-
dern um die Entdeckung objektiver Tat-
sachen, an denen nichts zu &ndern ist.
Auch die Existenz von Primzahlen oder
dieAufteilung der ganzen Zahleningera-
de und ungerade Zahlen sind Entdeckun-
gen, die nichts mehr mit freien Erfindun-
gen des menschlichen Geistes zu tun ha-
ben. Schon die nattirlichen Zahlen geho-
ren zur Welt 3, aber diebel der Erfindung
der nattirlichen Zahlen unvorhergesehene
Existenz der Primzahlen zeigt, dass die
Objekteder Welt 3ein autonomesEigenle-
ben fiihren und dass man ihre Eigenschaf -
ten nur noch entdecken kann, wie man
bei spi el swei se die Eigenschaften von Ato-
men oder von Galaxien entdeckt. Mathe-
matische Probleme und ihre gelungenen
oder misslungenen L 6sungsversuchesind
autonome Bewohner der Welt 3, die des-
halb eine eigene Wirklichkeit haben, well
sie—vermittelt durch die Welt 2 der psy-
chischen Vorgénge — auf die physische
Welt 1 einwirken.

So weit Poppers Theorie der Welt 3, die
auf verschiedene Weisen kritisiert worden
ist, und ihreAnwendung auf die Mathema-
tik. Der manchmal geduli3erte Widerspriich-
lichkeitsvorwurf —etwain der Art, dieWelt
3 enthalte bei spiel swei se auch die beriihm-
te Russellsche Menge aller Mengen, die
aber widersprichlich sei, und misse da-
her selbst widerspriichlich sein und kon-
nenicht existieren —scheint mir allerdings
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nicht sehr treffend zu sein. DieWelt 3 ent-
halt jaeben nicht dieMengealler Mengen
oder dhnliche Objekte, sonderndiein der
Tat widersprichliche Theorie Uber diese
Menge. Auch Russells Gehirn enthielt in
der einen oder anderen Form diese Theo-
rie, aber keiner kdme auf die Idee, dass
deshalb Russells Gehirn nicht existierte.
Aber warum sind nach Popper mathema-
tische Objekte und Uberhaupt die Objek-
teder Welt 3rea ?Weil sieauf Welt L wir-
ken, weil es eine Interaktion mit physi-
schen Objekten gibt, und was mit Welt 1
wechselwirkt, dasist real. Nun gibt esaber
eine Menge mathematischer Theorien, die
nicht im Geringsten auf Welt 1 wirken, es
gibt sogar solche, die esaller Voraussicht
nach niemalstun werden, welil erstensdie
Menge der denkbaren Theorien unendlich
grof3 ist und wir vermutlich nur endlich
viel Zeit haben, fir eine Wechselwirkung
zu sorgen, und well zweitensetliche Theo-
rien sich mit derart abstrakten Objekten
befassen, dass eine Anwendung in der
physischen Welt 1 nicht zu erwarten ist.
Aber unabhangig davon: selbst wenn man
nur den derzeitigen Stand der Wechsel-
wirkung berticksichtigen will, muss man
eine Klasse von realen Theorien anneh-
men—dassind die aktuell wechselwirken-
den — und eine Klasse von irrealen. Ich
kann aber nicht sehen, warum man eine
abstrakte Theorie Uber spezielletopol ogische
Raume mit einem anderen ontol ogischen
Status ausstatten sollte alsbeispielsweise
dieDifferentialrechnung, dieunzweifel haft
Auswirkungen auf Welt 1 hat. Alsmathe-
matische Theorie ist die eine so gut oder
schlecht wie die andere. Geht man ande-
rerseitsvon einer Art potentieller Wirkung
aus und gesteht zu, dass alles, was auf
Welt 1 wirken kdnnte, schonreal ist, dann
kommt manin eine andere Eckevon Teu-
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felsKiche. Auch Probleme gehérenjain
Poppers Welt 3, und sie missen da auch
sain, denn dieWirkung vieler Probleme auf
Welt 1 ist offensichtlich. Man kann aber
alles zum Problem machen; das gilt nicht
nur in Diskuss onen unter Ehepaaren, son-
dern in einem wesentlich allgemeineren
Sinn. Jede beliebige sinnlos erscheinende
Zeichenkette wirft schon das Problem auf,
was wohl damit gemeint sein kdnnte, ob
ein tieferer Sinn dahinter steckt oder ob
es sich eben nur um sinnlose Zeichen han-
delt. Somit mussauch jede beliebige Zei-
chenkette, ganz unabhéngig von den ver-
wendeten Zeichen, a'sBewohner der Welt
3 akzeptiert werden, und da beispiel sweise
dieKryptographiezur Mathematik gehort, ist
auch jede noch so sinnlose Zeichenkette
ein mathematisches Objekt mit einem &i-
genen Recht auf Realitét.

Tatsachlich sind aber auch Konstellatio-
nen denkbar, in denen ein Bewohner der
Welt 3 sein Existenzrecht in dieser Welt
verliert. Denkt man sich einen mathemati-
schen Aufsatz, der inirgendeiner einiger-
mal3en unbekannten Zeitschrift veroffent-
licht wird, so haben seine Inhalte allein
schon durch den Druck eine klare Aus-
wirkung auf die Welt 1, gehtren also as
wirkliche Objekte zu Welt 3. Nun kann
aber die gesamte Auflage verloren gehen,
und da niemand den Aufsatz jemals gele-
sen hat und der Autor kurz nach seiner
Veroffentlichung verstorben ist, wird mit
Sicherheit keine Wirkung in Welt 1 mehr
zu verzeichnen sein, sodass der bisherige
Bewohner der Welt 3 aus seiner Welt ver-
schwindet. Umgekehrt kann man auch die
Auffassung vertreten, dassjeder jemalsge-
dachte Gedanke einen Platz in Poppers
Welt 3verdient, dabeim Vorgang des Den-
kens in jedem Fall physische Vorgange
ausgel 0st werden und somit eine Wirkung
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auf Objekte der Welt 1 vorliegt. Daraus
folgt aber, dass jeder noch so grof3e Un-
sinn in Welt 3 gehdren wrde, sobald er
einmal gedacht wordenist.

Wie man sieht, fuhrt Poppers Ansatz zu
erheblichen Problemen, weshalb manihn
aber noch lange nicht ohne Weiteres ver-
werfen sollte. So gerét er beispielsweise
nicht in das Problem, die Sonderstellung
der Mathematik in Bezug auf die Sicher-
heit ihrer Erkenntnisse erkléaren zu mis-
sen, da Popper as Fallibilist nicht davon
ausgeht, dass so etwas wie sichere Er-
kenntnis existiert, und daher auch der
Mathematik kelnen Sonderstatus zugeste-
hen muss. Seine L6sung des Problems,
wie der Objektbereich der Mathematik
aussieht, bleibt alerdings aul3erst unbefrie-
digend. Dagegen hat sein Ansatz keine
Schwierigkeiten mit der Frage nach der
Anwendbarkeit der Mathematik, denndie
grundlegenden mathematischen Objekte
betrachtet er als Erfindungen des Men-
schen, und dader Mensch sich innerhalb
der physischen Welt aufhdlt, ist es nicht
Uberraschend, dass auch seine Erfindun-
gen Bezlige zur physischen Realitét auf-
weisen.

Betrachtet man aber Poppers Auffassun-
gen zur Welt 3 nicht als fertige L 6sung,
sondern dsein metaphys sches Forschungs-
programm, das noch nicht vollstandig
ausgearbeitet wurde und dessen bisheri-
geAuspragungen der Korrektur bedlrfen,
so kannman sich fragen, welche Telle sai-
nes Ansatzes zu den beschriebenen Pro-
blemen fuhren, und dann versuchen, die-
seTelle zu verbessern. Und dasist in der
Tat moglich, denn die oben angefuhrten
Schwierigkeiten beruhen vor allem auf
Poppers Wirklichkeitsdefinition und auf
den Autonomieansprtichen der Bewohner
seiner Welt 3. Reduziert man nun diese
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Anspriicheund verzichtet darauf, dieWirk-
lichkeit von Objekten Uber ihre Einfluss-
moglichkeiten auf die physische Welt 1
zu definieren, so kann man tatschlich auch
zur Erkl&rung mathemati scher Objekte auf
so etwas Ahnlicheswie dieWelt 3 zurick-
greifen, wenn auch nur teilweise. Popper
hat den Kroneckersatz, die ganzen Zahlen
habe Gott gemacht, allesandere sel Men-
schenwerk, gewissermal3en umgekehrt:
Dieganzen Zahlen sind eine menschliche
Erfindung, vermutlich von der physischen
Redlitét abstrahiert, und was danach an
Zahlentheorie, Analysis oder Ahnlichem
kommt, dasist bereitsin der Grundstruk-
tur versteckt und muss nur noch gefun-
den werden, nicht mehr erfunden. Wasden
ersten Tell angeht, so stimmeich ihm zu.
Wir haben — und das war schwer genug
und hat lange gedauert — beispielsweise
dienattirlichen Zahlen erfunden, einschlief-
lich der zugehtrigen Schrelbweisen und Re-
chenoperationen. Damit indseinder W,
ega welche Nummer diese Welt nun auch
tragen mag. Seltsamerweise scheint man
sichjaviel weniger Gedanken zu machen,
ob die Objekteder Literaturwissenschaftler
oder auch der Wissenschaftstheoretiker
existieren und wenn ja, inwelcher Weise.
Kaum jemand wird bestreiten, dass eine
philosophische Theorieexistiert, weil man
Segedacht, ausgesprochen und aufgeschrie-
ben hat und weil verschiedene Subjektein
der Lagesind, sich dartiber zu auf¥ern. Eine
weltergehende Redlitét kann jedenfallsich
keiner philosophischen Theorie zugeste-
hen. Und bal mathematischen Objekten sind
wir doch in einer viel besseren Situation,
denn diese Objekte haben — im Gegen-
satz zu philosophischen oder gar literatur-
wissenschaftlichen Objekten —intersubjek-
tiv Uberprifbare Eigenschaften. Resulta-
te, die mit der erfundenen Menge der gan-
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zen Zahlen undihren ebenfallserfundenen
grundlegenden Rechenoperationen erzielt
werden, sind intersubjektiv Uberprifbar,
es handelt sich um klare Konzepte, die
aus der Abstraktion der physischen Rea-
litét gewonnen wurden, aber deshalb selbst
real sind, weil siezu jeder Zeit und an je-
dem Ort die gleichen Eigenschaften ha-
ben, genauso wie ein Wasserstoffatom zu
jedem Zeitpunkt anjedem Ort diegleichen
Eigenschaften haben sollte. Eshanddlt sich
also bel mathemati schen Objekten wieden
ganzen Zahlen um sprachliche Ausdriicke,
die aber nicht nur sinnlose Zeichenketten
darstellen, sondern aufgrund ihrer Kon-
struktion intersubjektiv Uberprifbare Ei-
genschaften aufweisen.®! Wer diese Eigen-
schaften nicht akzeptieren will, scheidet
aus dem Spiel der Mathematik aus— aber
jeder, der die Eigenschaften eines Autos
bezweifelt, wird wohl auch besser nicht
damit fahren, und wer nicht akzeptiert,
dass Flugzeugefliegen kdnnen, solltesich
von ihnen fernhalten. Insofernist die Si-
tuation mathematischer Objekte nicht an-
dersasdie physischer Objekte, auch wenn
sie abstrakt sind.

Nun packt Popper aber die Probleme, die
Im Zusammenhang mit diesen Grundob-
jekten entstehen kdnnen, in die autonome
Welt 3, indem er sagt, dasssiein der Welt
sind, sobald man sich beispielsweise ein-
mal auf die Zahlen geeinigt hat. Das ist
aber schon in der physischen Redlitét nicht
der Fall. Die meisten von uns gehen da-
von aus, dass es Sterne und Planeten im
All gibt, und zwar ganz von alleine, ohne
unser Zutun. Bei den Galaxien kann man
das schon anders sehen, eine Galaxisist
ein abstrakter Begriff, der selbst erst er-
funden werden muss, bevor man daran
gehen kann, die vorhandenen Sterne und
Planeten in Galaxien zu ordnen. Noch kla-
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rer wird das bei Galaxienclustern. Den
Sternen und auch den einzelnen Gala-
xien dirfteesziemlich egal sein, obinder
Nahe noch andere Galaxien ihres Weges
ziehen; nur die Definition und Beobach-
tung des Menschen macht aus verschie-
denen Galaxien ein Galaxiencluster. Das
existiert dann nattirlich und hat bestimmte
intersubjektiv Uberpriifbare Eigenschaften,
aber man muss erst einmal die Begriffe
der Galaxie und des Clusters erfinden,
bevor man an die Probleme herankommit.
Bel Objekten wiezum Beispiel den Prim-
zahlen ist das aber ganz @hnlich. Selbst-
vergéndlichexistierendieZahlen2,35,7,11
usw., sobald einmal die nattirlichen Zah-
len in der Welt sind, aber die Besonder-
heit, eine Primzahl zu sein, musserst ein-
mal definiert werden, bevor irgendwel che
Probleme auftauchen, die man vielleicht
|6sen kann. Auch die Eigenschaft, Prim-
zahl zu sein, ist eine erfundene Eigen-
schaft, und bevor jemand auf die Idee
kommt, sich fir Teilbarkeiten zu interes-
sieren, ist diese Eigenschaft nicht in der
WEelt. Ich pladiere also daflr, Probleme
nicht als autonom zu betrachten, sondern
ebenfallsalsErfindungen desmenschlichen
Geistes, dieaber nachihrer Erfindung wie-
der mit dem gleichen Intersubjektivitéts-
argument wieobenreale Objektesind. Des-
halb wiirde man bei spiel sweise die Frage,
wel che natuirlichen Zahlen wohl besonders
schéne Kringel haben, kaum zur Welt der
mathematischen Probleme zéhlen, weil sie
keinen intersubjektiv tberprifbaren Sinn
aufwel .

Was dann aber gefunden und entdeckt
werden kann, sind die L ésungen der Pro-
bleme. DiedteHilbert-Maxime, Daist das
Problem, |6se es* bedeutet natiirlich, dass
man nach einer Lésung sucht, die zum
Problem passt. Natirlich ist jede mathe-
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matische L 6sung — ebenso wie jede phy-
sikalische Theorie —zunachst einmal frei
erfunden, aber diesefrel erfundene sprach-
liche Struktur hat wieder intersubjektiv
Uberpriifbare Eigenschaften, diesich dann
an dem vorhandenen mathematischen Pro-
blem messen lassen missen. Und abge-
sehen von der grundsétzlichen Fehlbar-
keit der menschlichen Vernunft bedeutet
das, dass eine vorgeschlagene LGsung ein
mathematisches Problem |0st oder eben
nicht; dagibt eskaum noch Entscheldungs-
spielraum. Zwar haben die Arbeiten von
L akatos deutlich gezeigt, dass die Frage,
ob eine gegebene L 6sung tatsachlich ein
gegebenesProblem 10st, im Laufeder Zeit
sehr unterschiedlich beurteilt werden kann,
aber das 8ndert nichts daran, dass zu einem
bestimmten Zeitpunkt einevorgeschlagene
L 6sung eines Problemsintersubjektiv tber-
prufbar ist und an denjewelligen Standards
gemessen werden kann.

|ch gestehe den mathemati schen Objekten
also ebenfalls Realitét zu, aber ihre Auto-
nomie beginnt erst sehr spét, némlich auf
der Ebene der L6sungen, und selbst dann
ist diese Autonomie stark eingeschrankt,
dadieintersubjektive Beurteilung immer
nur auf der Basisder jewells akzeptierten
Standards, also auf der Basis eines ge-
wissen Hintergrundwissens erfol gen kann.
Dasist aber kein Nachteil, denninder glei-
chen Situation befinden sich auch allean-
deren Wissenschaften; ohne ein gewisses
M al3 an akzeptiertem Hintergrundwissen,
das man zu einem gegebenen Zeitpunkt
a sunproblemati sch annimmt, kommt kel -
ne Wissenschaft aus. Was kann nun diese
Auffassung zu den drei Grundproblemen
beitragen, die mich durch den gesamten
Aufsatz begleitet haben?In der Frage des
Sonderstatus der Mathematik, wasihre S-
cherheit angeht, schlief3 sich meine Posi-
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tion an die Poppers an. Wieich schon zu
Anfang besprochen habe, ist die Mathe-
matik nicht sicherer as andere Wissen-
schaften und ist genauso wie beispiels-
weisedie Physik auf akzeptierte Standards
und el n zeitabhangiges Hintergrundwissen
angewiesen. Daesalso keinen Sondersta-
tus der Mathematik gibt, muss man ihn
auch nicht erkléren. Was die mathemati-
schen Objekte und die Theorien der Ma-
thematik angeht, so handelt es sich um
sprachlicheAusdriicke, deren Eigenschaf-
ten einer intersubjektiven Uberprifung zu-
ganglich sind, wodurch ihre Realitéat be-
grundet wird. Die Probleme, die im Zu-
sammenhang mit Poppers Welt 3 auf-
getreten sind, kommen hier nicht zum Zu-
ge, daPoppers problematisches Realitéts-
Kriterium nicht mehr verwendet wird, die
Frage der Autonomie erst im Zusammen-
hang mit Probleml 6sungen auftaucht und
die Rolle des zeitbedingten Hintergrund-
wissensberticksi chtigt wird. So verschwin-
det bei spiel sweise das Problem des belie-
bigen Unfugs, der in Welt 3 beheimatet
ist, vollstandig, denn schliefdich wird ma-
thematischer Unfug genau dadurch er-
kannt, dass sel ne Eigenschaften eben nicht
intersubjektiv Gberprifbar sind, womit er
das Wohnrecht in der modifizierten Welt
3verliert. Dort finden sich nur die Dinge,
die von uns unabhangige Eigenschaften
haben und unsinteressieren, da sonst der
sprachliche Ausdruck, tber dessen Eigen-
schaften man kritisch diskutieren kann,
nicht entstanden wére. Und die Frage nach
der Anwendbarkeit |asst sich dadurch be-
antworten, dass die grundlegenden Ob-
jekte tatsachlich im Sinne Poppers Erfin-
dungen des Menschen sind, der sich aber
dabel, daer nun einmal in der physischen
Realitat |ebt, seiner eigenen Erfahrungen
bedienen muss, sodass die Welt der Er-
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fahrungen automatisch eine Rolle bei den
meathemati schen Grundkonstruktionen idlt.
Dass dann mathematische Erkenntnisse
auf eben diese Erfahrungswelt angewen-
det werden kénnen, muss nicht mehr tiber-
raschen, denn eine @hnliche Situation liegt
auch im alltéaglichen Gebrauch der Spra-
chevor, deren Begriffeinweiten Tellenvon
der Redlitét abstrahiert sind. Mithilfedie-
ser Begriffekann man gehaltvolle Theori-
en Uber eben diese Redlitét formulieren,
man kann aber auch beispielsweise aus
den Begriffen des Pferdes und des Nas-
horns den neuen Begriff des Einhorns zu
Wege bringen und versuchen, Aussagen
uber Einhorner zu treffen. Ob solche Aus-
sagen auf die physische Reditét angewen-
det werden kdnnen, muss dann tberprift
werden, wobel manim Falleder Einhorn-
theorie tblicherwel se davon ausgeht, dass
sie der Prifung auf Anwendbarkeit nicht
standhélt. Und im Falle mathematischer
Aussagenigt esnicht anders. Daihre Grund-
begriffe menschliche Erfindungen sind, die
von der Redlitét abstrahiert wurden, ha-
ben mathematische A ussagen eine Chan-
ce auf Anwendung, wenn auch keine Ga-
rantie; sieliefern Strukturen, die bel sorg-
fatiger Prifung eine Anwendung auf die
Redlitét erlauben konnten, aber wieim Falle
des Einhorns ist es ohne Weiteres mog-
lich, dasseineformal korrekte mathemati-
sche Struktur niemalszu einer Anwendung
findenwird.
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